1. Реакция астатической системы второго порядка на типовые виды  воздействий

Астатические САУ ( это системы, в которых при внешнем воздействии f и окончании переходного процесса значение регулируемой величины устанавливается равным заданному, т.е. в установившемся режиме разность между заданным и текущим значениями регулируемой величины равна нулю. Более детально этот вопрос рассматривается в следующем, втором, разделе.

Из типовых функций времени наиболее часто используются две: единичная импульсная функция и единичная ступенчатая функция.

Единичной импульсной функцией (дельта-функцией,                   (-функцией) называется функция, равная нулю всюду, кроме начала координат, принимающая бесконечное значение в начале координат и притом так, что интеграл от нее по любому интервалу, содержащему начало координат, равен единице:



;                                                   
  (1)



.                                                              
  (2)

Функцию, обладающую такими свойствами, можно получить, например, как предел положительного импульса, имеющего единичную площадь, когда длительность этого импульса ( ( 0 (рис. 1). Еще удобнее определить (-функцию как предел функции 

 при h ( ( (рис. 2).


    Рис. 1 - Функция 

                    Рис. 2 - Функция 


Практически удобно еще потребовать, чтобы (-функция была четной. Тогда 

, при любом 

. Важным является то, что для любой непрерывной функции 

: 



.            

       (3)

Т.е. интеграл от произведения (-функции на любую непрерывную функцию равен значению этой функции при том значении переменной интегрирования, при котором аргумент (-функции обращается в нуль. Выражение (3) можно переписать в более общем виде, для любого интервала (

), содержащего точку 

, т.е. 

:



.          
           (4)

Из (4) следует, что любая функция в любом интервале (

) может быть разложена на элементарные импульсы. 

Рассмотрим реакцию линейной системы на единичную ступенчатую функцию:
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Переходный процесс изменения во времени выходной величины звена, обусловленный подачей на вход этого звена единичного ступенчатого воздействия (5), называется переходной характеристикой звена 

.

Известно, что (-функция связана с единичной ступенчатой функцией следующим соотношением: 

. Отсюда следует, что



,                                                     (6)

и наоборот,



.                                                                (7)

Для физически возможной линейной стационарной системы связь переходной характеристики с импульсной переходной характеристикой выражается следующей формулой:



.                                                                 (8)

Импульсную переходную (весовую) и переходную функции (характеристики) часто называют временными характеристиками системы.
Интегрирующее (астатическое) звено
1. Идеальное интегрирующее звено. 

Звено описывается дифференциаль​ным уравнением
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(9)

Передаточная функция звена
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Такое звено является идеализацией реальных интегрирующих звеньев, часть которых будет рассмотрена ниже. 

Временные характеристики звена приведены в табл. 1а частотные — в табл. 2.

Амплитудная частотная характеристика показывает, что звено про​пускает сигнал тем сильнее, чем меньше его частота. При ω == 0 модуль частотной передаточной функции стремится к бесконечности, а при ω→∞ А(∞) →0.                                                             

Амплитудно-фазовая характеристика для положительных частот сли​вается с отрицательной частью мнимой оси.

Построение л. а. х. делается по выражению
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(11)

Л. а. х. представляет собой прямую с отрицательным наклоном 20 дб/дек, пересекающую ось нуля децибел при частоте среза (ωср == k. Л. ф. х. пред​ставляет собой прямую ψ= —90°, параллельную оси частот.

2. Интегрирующее звено с замедлением. Звено описывается дифферен​циальным уравнением
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Передаточная функция звена
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Интегрирующее звено с замедлением можно представить как совокуп​ность двух включенных последовательно звеньев — идеального интегрирую​щего и апериодического первого порядка.

Для нахождения временных характеристик удобно передаточную функ​цию представить в виде алгебраической суммы
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что позволяет представить решение дифференциального уравнения (12) в виде суммы решений для идеального интегрирующего звена и апериоди​ческого звена первого порядка,

Временные характеристики приведены в табл. 1, а частотные — в табл. 2.

Л. а. х. строится по выражению
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Асимптотическая л. а. х. представляет собой две прямые с отрицатель​ными наклонами 20 дб/дек (при ω < 1/Т) и 40 дб/дек (при ω > 1/Т) . 

3. Изодромное звено. Звено описывается уравнением
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Передаточная функция звена
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 - постоянная времени изодромного звена.

Таблица 1 Временные характеристики интегрирующих звеньев

см. рис.
на его входе. Коэффициент передачи идеального интегрирующего звена в этом случае равен k =1/Т.

Временные характеристики звена представлены в табл. 1, а частотные — в табл. 2.

Л. а. х. строится по выражению
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Асимптотическая л. а. х. представляет собой две прямые: с отрицательным наклоном 20 дб/дек (при ω < 1/T) и параллельную оси частот (при ω > 1/T)

Частотные характеристики интегрирующих звеньев Из рассмотрения л. а. х. и л. ф. х. видно, что в области малых частот (меньших, чем сопрягающая частота) звено ведет себя как идеальное инте​грирующее и тем точнее, чем меньше частота.

В области больших частот (больших, чем сопрягающая частота) звено ведет себя как безынерционное с коэффициентом передачи k1.

см. рис.
2. Перечень основных требований к синтезируемой САУ

1) Регулируемость
Под законом регулирования или, в более общем случае,  законом управления понимается математическая форма преобразований задающих воздействий, возмущений, воздействий обратных связей, определяющих управляющие воздействия 

. Иными словами, это функциональная зависимость, в соответствии с которой УУ формирует управляющие воздействия 

. Она может быть представлена в следующем виде:



,                                                                (1)

где 

 ( некоторая, в общем случае нелинейная, функция от ошибки 

, задающего воздействия 

 и возмущающего воздействия 

, а также от их производных и интегралов по времени. Если функция 

 сепарабельная, то формула (1) может быть записана в виде



.                                              (2)

Здесь первое слагаемое соответствует регулированию по отклонению (принцип Ползунова-Уатта), второе и третье ( регулированию по внешнему воздействию (принцип Понселе).

Мы рассмотрим только линейные законы, когда УУ (регулятор) вырабатывает величину 

 в функции ошибки в соответствии с линейной формой:
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(3)

или в операторной форме



.              (4)

Для упрощения дальнейшего изложения сделаем следующие предположения о схеме рассматриваемой САУ. Допустим, что это замкнутая САР и ее функциональная схема соответствует рис. 1.

Рис.1 - Функциональная схема САР

Если допустить, что элемент сравнения отсоединен от ОУ (ОР), то управляющее воздействие определится следующим выражением:



,                                                              (5)

где   

( рассогласование на выходе элемента сравнения;



 ( передаточная функция цепи регулирования.

Регулируемая величина может быть найдена из выражения:



,                                         (6)

где 

 ( передаточная функция ОУ (ОР) по регулирующему воздействию;



 ( передаточная функция ОУ (ОР) по возмущающему воздействию.

Подставляя (5) в (6), получим:



,                                          (7)

где  

( передаточная функция разомкнутой системы :



.                               (8)

2) Устойчивость

Всякая автоматическая система должна быть прежде всего работоспособной. А это значит, что она должна нормально функционировать и быть нечувствительной к неизбежным посторонним возмущениям.

Понятие устойчивости САУ связано с ее способностью возвращаться в состояние равновесия (устойчивый режим работы) после исчезновения внешних сил, которые вывели САУ из этого состояния.

Таким образом, устойчивость ( это свойство системы возвращаться в заданный или близкий к нему установившийся режим после всякого выхода из него в результате какого-либо воздействия.

Если система неустойчива, то достаточно любого толчка, чтобы в ней начался расходящийся процесс ухода из заданного установившегося состояния. Этот процесс может быть апериодическим (кривая 1 на рис. 2, б) или колебательным (кривая 2 на рис. 2, б). В случае устойчивой системы переходный процесс, вызванный каким-либо воздействием, со временем затухает и система вновь возвращается в заданное установившееся состояние (рис. 4.2, а).


                      а)                                                   б)
                        Рис. 2 - Переходные процессы в САУ : 

                        а) устойчивая САУ; б) неустойчивая САУ

Таким образом, устойчивую систему можно определить также как систему, переходные процессы в которой являются затухающими.

Это понятие устойчивости определяет устойчивость заданного установившегося режима системы. Однако система может работать в условиях непрерывно изменяющихся воздействий, когда заданный установившийся режим вообще отсутствует. С учетом условий работы можно дать следующее, более общее определение: линейная система называется устойчивой, если ее выходная переменная остается ограниченной при любых ограниченных по абсолютной величине входных возмущениях.

Поскольку для линейной системы справедлив принцип суперпозиции, то на его основании данное определение можно переформулировать следующим образом : линейная система называется устойчивой, если ее выходная переменная остается сколь угодно малой при любых достаточно малых по абсолютной величине входных возмущениях.

3) Качество

Существует два вида стационарных (установившихся) режимов САУ: статический и динамический. Качество этих режимов определяется, как правило, критериями точности, использующими для оценки качества величину ошибки 

 при различных типовых функциях 

. 

Наиболее часто используются следующие типовые детерминированные (регулярные) задающие воздействия 

: статика (неподвижное состояние), движение с постоянной скоростью, движение с постоянным ускорением, движение по моногармоническому (синусоидальному) закону.

Стационарный статический режим САУ ( это режим, при котором система находится в состоянии покоя, т.е. рассматривается установившееся состояние при постоянных значениях задающего и возмущающего воздействий. Ошибка системы в этом случае называется статической. Величина ее определяется из формулы при 

, 

, 

. Далее необходимо учесть действующие на систему возмущения. Их может быть несколько : 

, 

, ... . В неподвижном состоянии считаем, что 

, 

 и т.д. Для вывода основных соотношений можно использовать изображение функций по Лапласу или Карсону-Хевисайду. Применим изображение Карсона-Хевисайда (3.30). В этом случае изображение постоянной величины равно ей самой, т.е. 

, 

, 

 и т.д.

С помощью теоремы о конечном значении получим по формуле установившееся значение ошибки (статическую ошибку) в следующем виде:



,   
(9)

где 

 - число действующих на систему возмущений,



.

Первое слагаемое в (9) представляет собой составляющую статической ошибки, определяемую задающим воздействием. Известно, что она может быть отличной от нуля только в следящих системах при статическом регулировании. В статических системах 

 представляет собой общий коэффициент усиления по разомкнутой цепи. Тогда



.                                                     (10)

В дальнейшем будет показано, что эта составляющая ошибки практически всегда может быть сведена к нулю (с помощью неединичной обратной связи, путем масштабирования задающего воздействия или регулируемой величины).

При астатическом регулировании 

, поэтому 

.

Таким образом, практически во всех случаях нежелательная погрешность управления первой составляющей статической ошибки может быть полностью устранена.

Рассмотрим теперь ошибку регулирования 

. Примем для простоты, что на систему действует одно возмущающее воздействие 

. Тогда для статической системы получим



.                                                   (11)

Здесь 

 представляет собой отношение установившейся ошибки к постоянному возмущению (статизм, коэффициент статизма) в системе с разомкнутой цепью регулирования. Эта же величина, деленная на (

), соответствует статизму (коэффициенту статизма) в замкнутой системе регулирования. Величина (

),  по сути дела,  определяет  эффективность регулирования с точки зрения уменьшения установившейся ошибки.

В астатической системе 

. Однако это не означает, что 

, так как возможен случай, когда 

. Поэтому наличие или отсутствие установившейся ошибки определяется расчетом значения (5.3) для каждого действующего на систему возмущения.

Стационарные динамические детерминированные режимы САУ возникают при приложении к САУ внешних воздействий, изменяющихся во времени по определенному установившемуся закону. САУ приходит в режим установившегося вынужденного движения. Обычно рассматривают установившийся динамический режим САУ при внешних воздействиях, изменяющихся с постоянной 1-й или 2-й производной (движение с постоянной скоростью, движение с постоянным ускорением), и моногармонических воздействиях. Оценим качество этих режимов.

3. Реакция линейной динамической системы на гармоническое воздействие

Во многих задачах практики удобно использовать в качестве типовых воздействий гармонические колебания всех возможных частот. Известно, что при весьма общих условиях любую функцию можно разложить в ряд Фурье или представить интегралом Фурье. Поэтому, зная реакцию линейной системы на гармонические колебания всех возможных частот и пользуясь принципом суперпозиции, мы можем определить реакцию системы на произвольное возмущение.

Рассмотрим некоторую функцию 

. Если эта функция абсолютно интегрируема, то ее можно представить интегралом Фурье:



,                                                       (1)

где



.                                                 (2)

Эти формулы определяют преобразование Фурье.

Если возмущение 

действует на входе линейной системы, описываемой оператором 

, то на основании принципа суперпозиции выходная функция системы равна



,                                  (3)

где 

- реакция системы на гармонические колебания частоты 

. 

Реакция системы на гармонические колебания может быть принята за характеристику линейной системы. Зная эту характеристику, мы можем по формуле (3) вычислить реакцию линейной системы на произвольное возмущение, которое можно представить рядом или интегралом Фурье. Обычно эту характеристику обобщают и в качестве типового воздействия рассматривают показательную функцию 

, где 

 ( произвольный комплексный параметр. Если 

 ( чисто мнимый параметр, т.е. 

, то 

( гармонические колебания частоты 

, так как 

. Если 

 ( комплексный параметр с отрицательной действительной частью, то 

( затухающие гармонические колебания. Если 

 ( комплексный параметр с положительной действительной частью, то 

( расходящиеся гармонические колебания. Если 

 ( действительное число, то 

 можно рассматривать как затухающие или расходящиеся гармонические колебания нулевой частоты. Таким образом, семейство показательных функций 

охватывает гармонические колебания всех возможных частот. 

Любая система, которую мы будем возбуждать гармоническими колебаниями, будет реагировать на них также каким-то колебательным движением. Нужно задать такую характеристику, которая определяет преобразование амплитуды и сдвиг фазы выходного колебания по отношению к входному. 

Такой характеристикой может быть следующее отношение:



.                                                          (4)

Функцию 

 называют характеристикой реакции линейной системы на показательное возмущение или параметрической передаточной функцией.

Частотные характеристики

В частном случае при чисто мнимых значениях параметра 

 формула (4) определяет частотную характеристику линейной системы:



.                                                      (5)

Следовательно, частотная характеристика линейной системы есть отношение реакции линейной системы на гармонические колебания единичной амплитуды и частоты 

 к этой гармонической функции 

. На основании (5) реакция линейной системы на гармонические колебания данной частоты 

 и единичной амплитуды 

 равна произведению значения частотной характеристики системы при данном значении частоты на входную функцию 

:  

.

Найдем реакцию линейной системы на входные гармонические колебания произвольной амплитуды 

 и фазы 

:



,






.                            (6)

Частотная характеристика линейной системы в общем случае является комплексной функцией, поэтому ее можно представить в показательной форме:



.                                        (7)

Подставляя (6) в (7), получим: 



,

где 

;   

.

Эта формула показывает, что линейная система реагирует на гармонические колебания входной величины в общем случае колебаниями переменной амплитуды 

 и переменного сдвига фазы 

.

Пользуясь частотной характеристикой линейной системы (5), можно связь между выходом  и входом системы записать в следующем виде:



.                                       (8)

4. Дана передаточная функция:
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Составить дифференциальное уравнение, описывающее работу данной системы 
Решение:
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разложим данную дробь на простые сомножители
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s2: 4A + B= 0

s: 4A + C = 0

1: A= 4
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Найдет отображение по Лапласу
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